-Τι είναι 1 εωµετρία κατά ΚΙείή 


Γενικά . η άποψη του ΚΙείη για την Ι εωμµερία (--1570) 


ο Η 1 εωµετρία αναπτύσσεται µε την βοήθεια νεωτέρων και 
θεμελιωδών μαθηματικών εννοιών, όπως οι δομές της 
ομάδας και του μετρικού χώρου. Έτσι έχοµε απαλλαγή 
από τα δεσµά της εποπτείας . η οποία είτε στον Ευκλείδη. 
είτε και στον Η{]δοτί ακόµη . παίζει σηµαντικό ρόλο. 

ο Η 1 εωµετρία, µπορεί και δίνει ενιαία διατύπωση στα 
κύρια ζητούμενα επί µέρους περιοχών τῶν μαθηματικών, 
όπως: 

]. Τοπολογικών και ιδιαίτερα µετρικών χώρων. 

2. Ευκλείδειων διανυσµατικών χώρων (µε θετικά 
ορισμένο εσωτ. γινόμενο) και άρα χώρων 
Ευκλείδειων στο Κ.. 

ο Ψευδοευκλείδιων διαν. Χώρων (δηλ. µε όχι θετικά 
ορισμένο εσωτ. Γινόμενο) όπως ο χώρος ΜΙπΚονμςΚΙ της 
ειδικής θεωρίας της σχετικότητας. 


ΙΤ. ΕΩΟΜΕΤΡΙΕΣ κΙ ΕΙΝ 


Έστω σύνολο Χ-ὦ και 

Β()Ξξ4/ΕΓΙΧ-»Χμε Ε"Ι-Ι" καιεπ;. 

Μπορεί να αποδειχθεί, ότι το Β(Χ) εφοδιασμένο µε την πράξη 
της σύνθεσης συναρτήσεων «οδείναι ομάδα. 


Πράγματι: 


Αν ΓεΒ(Χ) τότε υπάρχειη Ε .. η οποία κι αυτή θα είναι 1-1 και 
επίτου Χ και [ο Γ.--ίά, και 1ά(χ)-χ ΝΧΕ Χ είναι «Ι-ἱ» και επί 
του Χ. 

Επίσης η σύνθεση είναι προσεταιριστική πράξη . η σύνθεση δύο 


Γ,.σεχ «]-Ι» και επί. η Τορ είναι επίσης «1-1» και επί και άρα 


Γοσεχ. Ακόμα ΙάιοΓ-- Γοιά -ἴ νΓεχ 
Στη συνέχεια θεωρούμε µια υποομάδα της Β(Χ) . την (1.9). 
Είμαστε έτοιμοι για τον παρακάτω 

Ορισµός Ι ἑωμετρίας ΚΙαίη: 

Το ζεύγος (ς.Χ). καλείται «Γεωμετρία ]είπ» που ορίζεται στο 


Χ., απὀ την υποομάδα ((.9) της ομάδας (Β(Χ). «). 


Τι διερευνά ή κάθε Ιεωμµετρία ΚΙαίη; 


Ο ΚΊειη καθόρισε το αντικείµενο έρευνας της Γεωμετρίας του. 
Αυτό είναι η µελέτη των ιδιοτήτων των «σχημάτων»(ΞΞτῶν 
µη κενών υποσυνόλων) του Χ οι οποίες παραμένουν 
αναλλοίῶωτες ὠςπροςτηνς. 

Πότε µια ιδιότητα είναι αναλλοίωτη ὠςπροςτην (1: 

Μια ιδιότήτα του «σχήματος» Σα Χθα λέμε ότι παραμένει 
αναλλοίωτη ὠς προς «, αν το [(Σ) έχει τήν ιδιότήητα αυτή για 
κάθεᾖεζ. 

Μια αυστηρότερη περιγραφή του προηγουμένου: 


Αν | είναι ένας προτασιακός τύπος(:Ξιδιότητα) µε σύνολο 
αναφοράς το δυναμοσύνολο του Χ (συμβολιζόµενο µε 5) ) 
και ὡς σύνολο αληθείας αυτής της ιδιότητας είναι το 

Τ()Ξ{Δε ΥΣ) : Ι(Α) «αληθές» 

Θα λέμε ότι η 1 παραμένει αναλλοίώτη για µια ΓΕ: Χ2Χ 

αν {Α) εΤ(/). Επομένως έχοµε τον παρακάτω 

Ορισµός: Μια ιδιότήτα «) θα παραμένει αναλλοίωτη ὠςπροςα 


, αν αυτή παραμένει αναλλοίωτη για κάθε /ες. 


Επομένως το ζητούμενο από κάθε γεωμετρία Κλάϊν είναι η 
µελέτη των ιδιοτήτων των υποσυνόλων του Χ που παραμένουν 
αναλλοίωτες ὠςπροςτην α. 

Για να γίνει αντιληπτή η ευρύτητα µιας τέτοιας άποψης, ας 
δούµε πώς αυτή εφαρµόζεται σ διάφορα φαινομενικά πεδία των 
Μαθηματικών: 

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ: 

Όταν εισάγουµε µια τοπολογία σε ένα σύνολο. κατ’ ουσίαν το 
εφοδιάζουµε µε δυνατότητα ορισμού σύγκλισης ακολουθιών σε 
αυτό. Άρα µας ενδιαφέρουν οι απεικονίσεις που διατηρούν την 
σύγκλισή. (Αν µια ακολουθία συγκλίνει στο ια. τότε και η 
ακολουθία των εικόνων των όρων της ακολουθίας µέσωτηςΕ, 
να συγκλίνει στην εικόνα του α: Πι)) 


Αυτές είναι οι συνεχείς απεικονίσεις. 


Αλλά για να έχουν δοµή οµάδας, θα πρέπει να αντιστρέφονται, 
άρα περιοριζόµεθα στο σύνολο τῶν ομοιομορφισµμώντου Χ., 
δηλαδή στο σύνολο: 

Η(Χ) Ξ(ΠΕΙΧΣΧµεΕΣΙ-Ι και «επί και Ε, ΓΕ’ συνεχείς) 
Εύκολα προκύπτει, ότιη (Η(Χ). 9) είναι υποομάδα της 
(83). 9) 

(Π ταυτοτική απεικόνιση είναι συνεχής και ή σύνθεση συνεχών 
είναι συνεχής) 

Άρα το (Η(Χ), Χ) είναι µια γεωμετρία Κλάϊν. 

Όταν μελετάμε αυτήν, κατ’ ουσίαν μελετάμε τον τοπολογικό 
χώρο Χ. 

Παράδειγμα ιδιότητας που παραμένει αναλλοίωτη ὡς προς την 
Η(Χ) είναι η συµπάγια 

(Η εικόνα συμπαγούς συνόλου μέσω συνεχούς «Ι-Ι» και «επί» 
είναι συμπαγές σύνολο.) 

ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

Μια μετρική ἆ σε ένα σύνολο Χ- ὤ, ουσιαστικά είναι ο 
εφοδιασµός του µε την έννοια της απόστασης μεταξύ των 
σημείων του. Επίσης . επάγεται σε αυτό µια τοπολογία µε 
περιοχές τις σφαίρες ὥς προς την µετρική ἆ. 

Απόγτις απεικονίσεις Γ : Χ-»Χ µας ενδιαφέρουν αυτές που 
διατηρούν την απόσταση, δηλαδή οι ισοµετρίες. 


(Μια απεικόνιση Γ: Χ-δΧ Όα λέγεται ισοµετρία, αν 
(ά(τ) {ν))Γά(ιν) ΥΧΥΕΧ) 


Οι παραπάνω απεικονίσεις είναι «1-1» (απλή η απόδειξη µε 
χρήση του ορισμού της ισοµετρίας: Αν Γχκ)ΞΗΠΥ) τότε 
0-άαο. σ))γά(αγ) δαν ) 
Για να έχουν οι παραπάνω απεικονίσεις δοµή ομάδας 
περιοριζόµαστε στο σύνολο : 

Ι(δ)ξ- {τε : ΧὸχΧμε ἓ ισοµετρία ὅ «επί } 
Το παραπάνω σύνολο εφοδιασμένο µε την πράξη της σύνθεσης 
απεικονίσεων είναι υποομάδα της Β(Χ) (µε πράξη την σύνθεση) 
Άρα το ζεύγος (ΙΧ) . Χ) είναι µια Γεωμετρία Κλάϊν . και όταν 
μελετάμε την Γεωμετρία αυτή. κατ᾽ ουσίαν μελετάμε τον 
μετρικό χώρο (Χ. ἆ) 
Παράδειγμα ιδιότητας που παραμένει αναλλοίωτη ὡς προς την 
ομάδα ΙΧ) αποτελείτο φραγµένον ενός υποσυνόλου του Χ. 
(4ν 4 φραγμένο, τότε υπάρχει ε20 : ἄ(χ,ν)«εγια κάθεχ,ν εχ. 
Αφού α(σο, {ν))Ξ-α(,ν) δα({ο, ν))«ε. Συνεπώς ή εικόνα 


Φραγμένου µέσω ισομµετρίας εἴναι Φραγμένο) 


-Η Γεωμετρία ΚΙαείπ του Ευκλείδειου επιπέδου. 
Εισαγωγικά : 
Η Ευκλείδεια Γεωμετρία όπως γνωρίζουμε, μελετά τις 
ιδιότητες των σχημάτων που παραμένουν αναλλοίώτες ὡς προς 
το «είδος» των σχηµάτων.Για παράδειγµα: 

9 Όλα τα τρίγωνα έχουν άθροισμα γωνιών 150 μοίρες. 

ο Οι διαγώνιοι όλων των παραλληλογράμμων 


διχοτομούνται. 


ο Σε όλα τα ορθογώνια τρίγωνα ισχύει το Πυθαγόρειο 
Θεώρημα. Κ.ο.κ. 

Αυτές οι Ιδιότητες . που αφορούν ένα είδος σχήματος, 
νομιμοποιούνται αν αποδειχθεί η ισχύς τους για κάθε 
αντιπροσωπότους. 
Είναι αυτό που κάνοµε λέγοντας λ.χ. «ἑστω ορθογώνιο τρίγωνο» 
το οποίο σχεδιάζοµε στον πίνακα Και για το οποίο αν αποδείόοµε 
την ισχύ µιας ιδιὀτητάς του, τότε αυτή ὃεν θα ισχύει µόνο }Ι᾽ 
αυτό, αλλά για όλη τήν κλάση τῶν ορθογωνίων τριγώνων που 
αντιπροσωπεύε|. 
Σχεδόν πάντα η απόδειξη ιδιοτήτων στην Ευκλείδεια Γεωμετρία 
ανάγεται στην απὀδειξη ή διαπίστωση ότι κάποια άλλα σχήματα 
είναι ίσα μεταξύ τους. Έτσι έχοµε το γνωστό: 
Ίσα εἴναι δύο σχήματα, αν µε κατάλληλη επἰθεσή μπορέσουν να 
ταυτιστούν. 
Εννοείται πάντα αξιωματικά. ότι; 
Τα ἴσα σχήματα , διατήηρούν τις ιδιότητές τους κατά την 
μετακίνησή τους στο επίπεὀο . 4ηλαδή, οἱ Ιδιότητες αυτών των 
σχήμάτων παραμένουν αναλλοίωτες κατά την μετακίνησή στο 
επίπεδο. 
Όλα τα παραπάνω διαισθητικά . κατοχυρώνονται µε την 
αλγεβροποίησή τῆς. µέσω της άποψηςτου Κλάϊν. 
Με άλλα λόγια, αν µε ἆε συμβολίσω την γνωστή Ευκλείδεια 
μετρική που προκύπτει από την γνωστή Ευκλείδεια απόσταση 


του κλασικού Πυθαγορείου θεωρήματος, τότε, Με το σύμβολο 


Ι, 


Ε θα συμβολίζοµε το σύνολο τῶν ισομετριών 


πάνω στο Ευκλείδειο επίπεδο Αν μάλιστα θεωρήσω καιτον 


2 
ευκλείδειο μετρικό χώρο (κ: ἄν) , Τότε η γεωμετρία Κλάϊν 


του Ευκλείδειου επιπέδου είναι το ζεύγος: 


ι κ΄ ), κ΄ ) 


Περισσότερο εποπτικά έχω τις παρακάτω αντιστοιχίσεις 


ανάµεσα στην κλασική και την νεωτεριστική άποψη του Κλάϊν: 


β 2 
Ευκλείδειο Επίπεδο «» Χώρος 


2 
Ευκλείδειο σχήμα Σ «» ό-σς]ἈΝ 
Μετακίνηση σχήµατοςΣ «» εφαρμογή µιας ισοµετρίας στο Σ 


Επίθεση σχηµάτωνΣι.»2« » Εύρεση µιαςισοµετρίας Ε: 


(Σι) Σ2 


Άρα το χαρακτηριστικό της Ευκλείδειας Γεωμετρίας είναι το 


αναλλοίωτον µέσω των ευκλείδειων ισομετριών. 


Προείπαμε , ότι δύο σχήματα Σκαι Σ,2 είναι ίσα κατά 
Κλάϊν, αν υπάρχει ισοµετρία ση οποία να απεικονίζει το Σι 
στο 22 

Δηλ. αν υπάρχει ο: ϱ(Σ/)Ξ Σ2 
Συµβολικά την ισότητα δύο σχημάτων μπορούμε να την 
παραστήσουµε µετο σύμβολο «-ὃ καινα γράφουµεΣι- Σ2 
Εννοώντας ότιτα δύο σχήµατα είναι ίσα σύμφωνα µε την 
Ευκλείδεια αντίληψη. 
ΠΡΟΊΙΑΣΗ: Η σχέση «-» είναι σχέση ισοδυναμίας 
Αποζσειση: 
ν΄ Είναι αυτοπαθής: 

159) -Σ γιακάθεΣ υποσύνολοτου Χ, 


όπουη Ἱ: Χ- Χ ηταυτοτική απεικόνιση του Χ. 


και ., εσ αφού η είναι υποομάδα της ομάδας των 


ισοµετριών στο Χ. Δηλ. συμβολικά: 15(Χ). 
Ν΄ Είναι συμμετρική 
Έστω Σι- Σ2 . Τότε 3 δ σίοι ) -», .Αλλά αφού η 6 είναι 
ισοµετρία είναι και 1-1 . είναι και «επ . άρα 
-ἲ -ἲ -ἲ 
456 καις εδι)τε 9)” 
-ἲ 
Ἱσυτε 2,) 
-ι 
ΣΞδ (2, ) 5» 
Σ,-Σι 


Με το δεδομένο ότι η οἱ Ε{, αφού η (είναι υποομάδα της 
ομάδας τῶν ισομετριἰώνστοᾶ {( 15) ) 

Ν΄ Τέλος η σχέση «-» είναι και μεταβατική . αφού 

αν Σι -Σ, καὶ Σ, “Σι τοτε 

3 6ι.5.Ε:5ι(Σι)ΞΣ.και 

5111) ΞΣ.. Τοτξε,6,οδι(Σι)Ξ 


6, ο(6ι(Σι))Ξ βΒ.(2:)ΞΣ. 
Σι δα 


Αφού δ.οειεσ δεδομένου ότι οι 6ι και 6) 
ανήκουν στην ( που είναι υποομάδα και άρα θα ανήκει και η 
σὐνθεσήτους. 

Ἐπομένως απὀ το προηγούμενο, φαίνεται ότι η επιλογή του 


Κλάϊν να εχει η δοµή « δοµή υποοµάδας, δεν είναι τυχαία. 


Επομένως τι το ενδιαφέρον έχω µέχρι στιγμής; 

ν΄ Απαλλάσσεται η Γεωμετρία από την εποπτεία. αλλά 
πρέπει να µπορεί κάθε φορά να βρίσκεται η 6 µε την οποία 
θα µας επιτρέπεται να αποφαινόµεθα αν δύο σχήματα 
είναι ίσα ή όχι. 

ν΄ Δημιουργείται πρόσφορο έδαφος για την µελέτη τῆς 
Γεωμετρίας Ε΄ µεπ 22 όπου παύει η εποπτεία. 

ΜΥ Επειδή ο Κ είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης Π 


δημιουργείται η ιδέα θεώρησης και άλλων Τεωμετριών. 


πάνω σε οποιονδήποτε διανυσματικό χώρο πεπερασµένης 
διάστασης ο οποίος µπορεί να ταυτιστεί µέσω 

΄ η 
ισομορφισμού µετοΆ . 


Ποιες όµως είναι αυτές οἱ Ιισοµετρίες του ἐπιπέὸου: 


Πριν φθάσουμε σε ένα σπουδαίο θεώρημα, παράστασης τῶν 


ισοµετριών, θα δώσουμε κάποιες βοηθητικές προτάσεις 


Πρόταση: 

Μια απεικόνιση {; Υ’-»Υ που διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, 
[, / στον ἔ΄, (δηλαδή {χ, ψ/π ή) /(ψ)/ για κάθε χ, ψΨ στον Υ) 
είναι γραμμική 


Απόδειξη: 
Θα πρέπει να αποδείξουµε ότιισχύουν οι ισότητες: 
Ε(ατψ)σ (τν) και Πλ) 


Για την απόδειξη της δεύτερης, πρέπει και αρκεί να δείξω ότι 
'Ηοα κ), Το) Μ(ρΙΓ0Ο. (1) 

Αυτό, διότι λόγω του ότι το εσωτερικό γινόμενο είναι θετικά 
ορισµένοη (1) 3 Πλγ-λ{ΟΞΟ » ΠλΟΞΛλΙΠΥ. 

Πράγματι , έχω: 

Πακ) -λ 1), Πχ) 

[1). Το) ΜΙΤ κ Το), Πχ) ΜΟΙΓ 

Πχ) ΓΑ) 1) ΙΟ 1 ΓΑΠ) λΙΟΙΓ 
[{(λ4)., ΕΑ)Ι-Λ{ ΕΠ), ΕΙΚ ἴσθ, ΚΑΤΙ), ΠΟΙ - 
[λχ.,λκΙ-λΙ 1). Κ)Ι-ΠΕΟ4)., 6Η Τ 9), ΟΙ - 


λ{χ., χ]-2λ{[ λκ., χΛΤ κ, χ] -- (Διατήρηση εσωτ. 
Γινομένου) 

2λΤχ. χ]-2Λ{ λ.χ] Ξ 

2λΤχ, χ]-2λ1χ.χΙΞ- 0 


Επίσης ., µε ανάλογο τρόπο θα αποδείξω ότι 
Παν) -ἴσο-ψ). (ην) -ἴσο-ψ) 10. (2) 
πράγματι, αν αποδειχθεί η (2) τότε, από τον ορισμό του 
εσωτερικού γινομένου, θα έχω ότι η (2) 
5 ἴοαν) -ἴσο-ψ)”0 
51ο.) α)τΙ) 
Πράγματι, έχω: 
Πχ ψ) -ἴσο-ψ). ηψ) -ἴσο)-ψ) ]Γ 
Π(ψ), {0 ψ) -ἴα)-Ψψ) 11 -ἴα)-(ν). ανν) -ἴσ)-ψ) ]Γ 


Π(χτψ), Εχτψ)][ Εχτψ) , -ἴα)-ψ)] [ες)-ψ) -ἴσ)-κψ)] 
Ἡ-ἴκ)-ψ). Πχ ΤΨ)ΙΓ 
[χψ.χτψ]-[χψ.χ] [κ ψ.ψ]η(ς) πο τΗψ) κ) {ψ)]Γ 
[χψ,χ Υψ] [χ ψ.χ]-[χ1ψιψ]η [σσ ψ)] ΠΙψ) 
"Γκ)τ{(ψ)]Γ 

[χ1ψιχΥψ]-[χ 1 Ψ.χ]-[χ1ψ.ψ]/ [Πο Ελ]! 9 Αψ)] ψ) 
κ) {ψ) (ψ)ΙΓ 

[χ.-ψ,χψ]-[χ ψ,χ]-[χΨ.ΨΤ: [κ.κ χιψ] [ψ,κ]η[ ψ.ψ]Γ 
[χ.-ψ,χψ]-[χ ψ,χ]-[χψ.Ψ]: [κ κ1 χιψ] [ψ,κ]η[ ψ.ψ]Γ 


Άρα κάθε απεικόνιση που διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο είναι 


γραμµική.--- 


Πρόταση ΗΠ 
νο ἅΧείναι ένας γραμμικός χώρος εφοδιασµένος κε εσωτερικό 
γινόμενο [,/ και { εἴναι µια γραμμική απεικόνιση ΓΧ-δΧ, τότε τα 
παρακάτω είναι ισοδύναμα: 
(ι) Η Γείναι γραμμική και Ισομετρία 
(τι) Η Γεἴναι Ισοµετρία και Ισχύει 1{0)Ξ0 
Απόδειξη: 
(0 --δ(1τ) 
Αν είναι γραμμική ἁισομετρία τότε είναι φυσικά ισοµετρία και 
λόγω γραμμµικότητας ισχύει: 
{013-0)ΞΙ0)Π60) -» 
ΠΟΕΠΟΥΠθ) -» 


Π0)-0 


(τα) 
Αφού η Γείναι ισοµετρία , πρέπει να δείξω ότι είναι και γραμμική 


απεικόνιση. 


Αν δείξω ότι η ισοµετρία διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, τότε θα 
είναι γραμμική . σύμφωνα µε την προηγούµενη πρόταση! 

Ἐπομένως, πρέπει κι αρκεί να δείξουμε, ότιη Ε ως ισοµετρία 
διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο. 

Πράγματι: 


Εξ ορισμού ισοµετρία σηµαίνει ότι 


νω-/Ι-Ε- 1 νανεχω 


Για χΞθ η (1) σηµαίνει ότι : 
ω)-/1θ]-]α-θ] Ψχιθε Χο (ωπόθεση 0-0) 


[ε9--6][-]μ--θἱ να,θε χ-» 


| ω) π- µ Μο 4 Δηλαδή η Εδιατηρεί την νόρμα. 


Όμως γιακάθεχ,γ «Ε Χ έχω: 


μα)- 9) α- νι] μαω- ώ- 

αν - 

[ὰ τσ λΧ-- γ] -- 

[α,χ]- 21.1 Ξ 

α[ -2[ὰ, γν]-- ιν] Ξ(ή {Γιατήηρειτην νοριια) 

υω -2,ν] 

Δήηλαδήητελικα εχω: 

μα) - 9) α)- να -2α,ν] 
(0) 

Αλλά ισχύει ακόµα: 


[0 --{ν)/κὸ--/Κν]--Ι άν)” [{ν) {ν-- 
[οί 0. ν]Η ο 


Από (3) και (ὔ 3) έχω: 

Τα πρώτα µέλη ίσα άρα και τα δεύτερα και µε διαγραφή των 
ίσων παίρνω 

Πακ). ν)Ε[Χ.Υ] δηλαδή η Ε διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, 
δηλαδή είναι γραμµική.--- 


Ορισµός 1 : Μεταφορά κατά διάνυσμα 
αςεγεινα"]-Ι'"καιεπιαπεικογιση {ΣΥ 
'πουοριξεταιαποτηνΙσοτήητα 


Γία) ατα Προκειταιγιαισοµετρία: 


41 2. ο) ω-ο]5Ια.ῶ-οα|- 
εν] αι») 





Ορισµός 11: Ορθογώνια απεικόνιση λέγεται κάθε απεικόνιση 
ΤΥΞΥ, που εἶναι γραμμική και Ιισοµετρία (και συνεπώς 


«1-1» και «επί)) 


Θεώρημα παράστασης τῶν Ισομετριών 


Έστω (Ύ’, Ε) ένας χώρος µε εσωτερικό γινόμενο. Σε κάθε 
Ισομµετρία του [; Υ-ΖΥ αντιστοιχεί µιονοσήµαντα : Μία 
ορθογώνια απεικόνιση ο: ΥὂΥ και µια µεταφορά {ΥΓ 
έτσι ὥστε να Ισχύει :[Ξ]ως. 

Απόδειξη: 

Θεωρώ την απεικόνιση ϱ(χ) Ξ{χ)-Π0) . Αυτή είναι 
ορθογώνια. Πράγματι για την σ ισχύει : 

Για χΞθ, σ(0)Ξ{0)-{0). άρα ϱ(0)0. 

Επίσης: 


εα)-εω]-Ισω-/ο-ό./ο)]- 
/ῶ-/0]-]μ-»] 


Δηλαδή η σ είναι ισοµετρία. Σύμφωνα µε προηγούμενο 
θεώρημα . η σθα είναι και γραμμική απεικόνιση.Δηλαδή 


τελικώς ορθογώνια απεικόνιση. 

Επίσης θεωρώ την µεταφορά ᾖ,τνια αξ 0). 

Για την ορθογώνια απεικόνιση σ και για την µεταφορά 
{α. Ἰσχύει: 

((ωβ)  {ε()) ααϱΤΠΟ)- Εν) Υχεγ 

Απόδειξη του µονοσηµάντου του ορισμού των ϱ και 
ἷα 

Φα κάνουµε την απόδειξη µε την απαγωγή σε άτοπο: 
Έστω ότι υπάρχουν και δύο άλλες διαφορετικές 
απεικονίσεις, µια ορθογώνια σι και µια µεταφορά {, 
για τις οποιες να ισχύει: 

διο Ἡν 

Τότε:(χ)ξίκ) «» 

(δι Τί πωθ 

ριοοτοεοτα () 


Αλλά αφού οι 6 και 6ι είναι γραμμικές απεικονίσεις, 
τότε σι(θ)Ξ05- (θ)και η (1) δίνει: 

0-1α-θ{0--α-ῦ. 

Επομένως και δι(χὸξ ϱ(Χ) για κάθεχ στον Υ. 


Και το θεώρημα έχει αποδειχθεί. 


Από την γραμμική άλγεβρα . γνωρίζουμε ότι για κάθε 
γραμμική απεικόνιση . υπάρχει µια ένας πΧΏ πίνακας 


που καθορίζεται από την ϱ και δίνει τις εικόνες της 


μέσω µιας βάσηςτου Υ. Αν άἄΙπιΎτῃ τότε: 
δι :1Ξ8ι : ἵ ο ο 
χι αι ο. η κῃ αμ ... μΧ 


Πρόταση ΠΠ: Λ{ια γραμμική απεικόνιση {; ΥΥ είναι 


ισοµετρία, αν και µόνο αν ία ῳ να) νχεγ 


Απόδειξη: ) 


Αν η Γισοµετρία, τότε : 


κ-ο]-[ῶ- οἱ νχεν 


Αλλά όµως επειδή ή είναι και γραμμική , τότε 1{0)Ξ0 


Οπότε 


κ--ο]-Ιω-οἳ  Όχεν 


και τελικά ία . να) νχΕεγ 


Αντιστρόφως: ς Ισχύει: 


μα νχ ΕΥ, άρα και για χ-γ 
Άρα: 


μα-ν)5]α- νι 39 7ραμμικη) 
μα-/0)-μ-ν]5»(/ ισοµετρια) 


Εύρεση των Ευκλείδειῶων ισοµετριών 


Μια ορθογώνια απεικόνιση 6: Ε΄-Ξ»Κ΄ είναι µια γραμμική 


απεικόνιση και ορίζεται από έναν πίνακα (2χ2) ὡς εξής: 


ον κο) α-ς)” 


δί(α,γ)Ξ(αχ εν, ὃν) 


Ἐπομένως για να έχω ισοµετρία, πρέπει κι αρκεί να ισχύει: 


(ία, ν) Ίαν Αν .γή δν] ζὸ ΕΙ την 


ευκλείδεια νόρμα) 


χ εν Ξ(αβν) 0/1 δν) νχινεκ 


Από τα εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα συνάγω ότι οι 
συντελεστές τῶν χ. Υ θα πρέπει να είναι μηδέν, δηλαδή: 
(α--«Υ:-ἱ-0. . β΄ --δ--ἰ-0. . αβγδ-0) 

(βΞΞΞΥ »ὃ-τα και α΄ «ΥΞΙ) (2) 


Από την (2) παίρνω τους πίνακες των ορθογωνίῶων 
απεικονίσεων για τον Ε΄ που είναι : 

α -- α γ 2 2 
' οπου α Γρ:Ι 

 αᾱ  -α 
Από τα προηγούμενα έχω ότι µια ισοµετρία της Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας. παριστάνεται από την σύνθεση µιας ορθογώνιας 
απεικόνισης και µιας μεταφοράς κατά διάνυσµα αξ(0.9) 
Ἐπομένως οι εικόνες µιας τέτοιας ισοµετρίας 


2 2 δν /Γ ώ { ά 
{; Κ΄-2Κ΄ θα δίνονται από τους επόμενους δύο τύπους: 


/ ο σι ῃ δὶ [αχ-γν τὸ 
») ὦ αλ) ἱο) ὦχγαγτο 
/ τ α {4 . ὢ - αχ-γγ--ῦ 
} Ζ΄ -αὶ 6 ταντςε 
α «γ΄ Ξἰ 


Θέτοντας αΞσυνθ και γΞηµθ και για 0Ξο0 . ο πρώτος τύπος 


δίνει: 
. συν -Ἠήμο) γ 
γ ημο συνθ) νγ 


που αντιστοιχεί σε στροφή κατά γωνίαθ. 

Στον πρώτο τύπο για αξΙ .ΥΞ0 . έχω µεταφορά 
[(ακ,γ) (κιν) 10.9) 

Στον δεύτερο τύπο για αξΙ . ΥΞ0 και ΌξοΞθ έχω τον 


κατοπτρισµό Πχ.γ)Ξ(Χ.-Υ). 


Μπορεί εύκολα τώρα να αποδειχθεί, ότι αν έχω δύο 
ισοµετρίες που απεικονίζουν τρία µη συνευθειακά σηµεία 
στις ίδιες εικόνες, τότε αυτές οι Ιισοµετρίες ταυτίζονται. 


Δηλαδή, αν Π{χινηε(κυγι) για 151.2.3 , τότε Γρ. 


Η απόδειξη πραγματοποιείται µετο ότιταα, γ. Ὀ. ο 
προσδιορίζονται µονοσήµαντα από τις αντίστοιχες εξισώσεις 
που ικανοποιούν τα τρία σηµεία. 

Σύμφωνα µε το προηγούμενο, δοθησών δύο ίσων τριγώνων., 
υπάρχει ακριβώς µία συμμετρία που απεικονίζει το ένα επί 
του άλλου. 

Έτσι τα δύο τρίγωνα είναι ίσα κατά Κλάϊν και έχω την 
υλοποίηση της Ευκλείδειας ΙΓ εωµετρίας σύμφωνα µε την 


άποψη του μεγάλου αυτού μαθηματικού.- 


